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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü ðàáîòû.

Ãèäðîäèíàìèêà èçäàâíà áûëà èñòî÷íèêîì ïîñòàíîâêè ñåðüåçíûõ ìàòå-

ìàòè÷åñêèõ çàäà÷, ïðè ðåøåíèè êîòîðûõ êàê ñîçäàâàëèñü íîâûå, òàê ñîâåð-

øåíñòâîâàëèñü è ñòàðûå, êëàññè÷åñêèå ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû. Ïðè ýòîì

îñíîâíûì îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ äëÿ ìàòåìàòèêîâ ÿâëÿëèñü, êàê ïðàâè-

ëî, êðàåâûå è íà÷àëüíî�êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Íàâüå�

Ñòîêñà. Íî â ïîñëåäíèå ãîäû âíèìàíèå ìàòåìàòèêîâ îáðàùåíî íà òî, ÷òî

ìíîãèå ðåàëüíûå ñðåäû, òàêèå êàê áèòóìû, ïîëèìåðû, ðàçëè÷íûå ïîëèìåð-

íûå ðàñòâîðû è ðàñïëàâû, ýìóëüñèè è ñóñïåíçèè, êðîâü è ìíîãèå äðóãèå íå

îïèñûâàþòñÿ ìîäåëÿìè êëàññè÷åñêîé (íüþòîíîâñêîé) ãèäðîäèíàìèêè, õîòÿ

îíè ïî ìíîãèì ïðèçíàêàì áëèçêè ê æèäêîñòÿì. Òàêèå îáúåêòû ïîëó÷èëè

íàçâàíèå ¾íåíüþòîíîâñêèå æèäêîñòè¿.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ óæå èìååòñÿ áîëüøîå ÷èñëî ìîäåëåé, îïèñûâàþùèõ

ðàçíûå êëàññû òàêèõ ñðåä. Ê íåñîìíåííûì äîñòîèíñòâàì äàííûõ ìîäåëåé

ñëåäóåò îòíåñòè òîò ôàêò, ÷òî îíè ó÷èòûâàþò ïðåäûñòîðèþ òå÷åíèÿ æèä-

êîñòè, ÷òî ïîçâîëÿåò èì áûòü áîëåå òî÷íûìè, ïî ñðàâíåíèþ ñ ìîäåëÿìè

êëàññè÷åñêîé ãèäðîäèíàìèêè. Îòìåòèì, ÷òî òàêèìè ìàòåìàòè÷åñêèìè ìî-

äåëÿìè çàíèìàëîñü áîëüøîå ÷èñëî èçâåñòíûõ ó÷åíûõ: Äæ.Ã. Îëäðîéò, Ê.

Òðóñäåëë, C. Guillope, J.�C. Sant, J.�L. Lions, À.Ï. Îñêîëêîâ, Â.À. Ïàâëîâ-

ñêèé, G.P. Galdi, E.S. Titi, J. Malek, Â.Ã. Ëèòâèíîâ, Ï.Å. Ñîáîëåâñêèé è äð.

Òåìà äàííîé äèññåðòàöèè êàê ðàç ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ìàòåìàòè÷å-

ñêèõ ïðîáëåì äëÿ ìîäåëåé, îïèñûâàþùèõ äâèæåíèå ðàñòâîðîâ ïîëèìåðîâ.

Òàêèì îáðàçîì, òåìà äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ âïîëíå àêòóàëüíîé.

Öåëü ðàáîòû.

1) Èññëåäîâàòü ñóùåñòâîâàíèå ñëàáûõ ðåøåíèé êðàåâîé çàäà÷è, îïèñû-

âàþùåé äâèæåíèå ðàñòâîðîâ ïîëèìåðîâ. 2) Èññëåäîâàòü ñóùåñòâîâàíèå îï-
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òèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ äëÿ êðàåâîé çàäà÷è, îïèñûâàþ-

ùåé äâèæåíèå ðàñòâîðîâ ïîëèìåðîâ, äàþùåãî ìèíèìóì çàäàííîìó îãðàíè-

÷åííîìó, ïîëóíåïåðûâíîìó ñíèçó ôóíêöèîíàëó êà÷åñòâà. 3) Èññëåäîâàòü

ñóùåñòâîâàíèå ñëàáûõ ðåøåíèé íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è, îïèñûâàþùåé

äâèæåíèå ðàñòâîðîâ ïîëèìåðîâ, ñ ðåîëîãè÷åñêèì ñîîòíîøåíèåì, óäîâëå-

òâîðÿþùèì ïðèíöèïó îáúåêòèâíîñòè. 4) Èññëåäîâàòü ñóùåñòâîâàíèå îï-

òèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ äëÿ íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è,

îïèñûâàþùåé äâèæåíèå ðàñòâîðîâ, ñ ðåîëîãè÷åñêèì ñîîòíîøåíèåì, óäîâëå-

òâîðÿþùèì ïðèíöèïó îáúåêòèâíîñòè, äàþùåãî ìèíèìóì çàäàííîìó îãðà-

íè÷åííîìó, ïîëóíåïåðûâíîìó ñíèçó ôóíêöèîíàëó êà÷åñòâà. 5) Èññëåäîâàòü

ñóùåñòâîâàíèå ìèíèìàëüíîãî òðàåêòîðíîãî è ãëîáàëüíîãî àòòðàêòîðîâ äëÿ

ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, îïèñûâàþùåé äâèæåíèå ðàñòâîðîâ ïîëèìåðîâ, ñ

ðåîëîãè÷åñêèì ñîîòíîøåíèåì, óäîâëåòâîðÿþùèì ïðèíöèïó îáúåêòèâíîñòè.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ î ðàçðåøèìîñòè è ñóùåñòâîâà-

íèè àòòðàêòîðîâ èñïîëüçîâàëñÿ àïïðîêñèìàöèîííî�òîïîëîãè÷åñêèé ìåòîä

èçó÷åíèÿ çàäà÷ ãèäðîäèíàìèêè (åãî èçëîæåíèå ñì., íàïðèìåð, â ìîíîãðà-

ôèè V.G. Zvyagin, D.A. Vorotnikov Topological Approximation Methods for

Evolutionary Problems of Nonlinear Hydrodynamics // Walter de Gruyter.

Berlin-New York. 2008. 230 p.). Ýòîò ìåòîä îñíîâàí íà àïïðîêñèìàöèè èñ-

õîäíîé (ñòàöèîíàðíîé èëè ýâîëþöèîííîé) çàäà÷è â êàêîì�òî ñìûñëå áîëåå

ïðîñòûìè çàäà÷àìè ñ áîëåå õîðîøèìè ñâîéñòâàìè, èññëåäîâàíèè èõ ðàçðå-

øèìîñòè â áîëåå ãëàäêèõ ïðîñòðàíñòâàõ ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðèè òîïîëî-

ãè÷åñêîé ñòåïåíè îòîáðàæåíèé áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ è ïîñëåäó-

þùåì ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Èç

4



íèõ âûäåëèì ñëåäóþùèå: 1) Äîêàçàíà òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèå ñëàáûõ ðå-

øåíèé êðàåâîé çàäà÷è, îïèñûâàþùåé äâèæåíèå ðàñòâîðîâ ïîëèìåðîâ (ñ

ïîëíîé è ñ îáúåêòèâíîé ïðîèçâîäíûìè â ðåîëîãè÷åñêîì ñîîòíîøåíèè) êàê

â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè, òàê è ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà Rn,

n = 2, 3. 2) Äîêàçàíà òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèå îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ äëÿ êðàåâîé çàäà÷è, îïèñûâàþùåé äâèæåíèå ðàñòâîðîâ

ïîëèìåðîâ (ñ ïîëíîé è ñ îáúåêòèâíîé ïðîèçâîäíûìè â ðåîëîãè÷åñêîì ñîîò-

íîøåíèè), äàþùåãî ìèíèìóì çàäàííîìó îãðàíè÷åííîìó, ïîëóíåïåðûâíîìó

ñíèçó ôóíêöèîíàëó êà÷åñòâà. 3) Äîêàçàíà òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèå ñëà-

áûõ ðåøåíèé íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è, îïèñûâàþùåé äâèæåíèå ðàñòâî-

ðîâ ïîëèìåðîâ, ñ ðåîëîãè÷åñêèì ñîîòíîøåíèåì, óäîâëåòâîðÿþùèì ïðèí-

öèïó îáúåêòèâíîñòè. 4) Äîêàçàíà òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèå îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ äëÿ íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è, îïèñûâàþ-

ùåé äâèæåíèå ðàñòâîðîâ, ñ ðåîëîãè÷åñêèì ñîîòíîøåíèåì, óäîâëåòâîðÿþ-

ùèì ïðèíöèïó îáúåêòèâíîñòè, äàþùåãî ìèíèìóì çàäàííîìó îãðàíè÷åííî-

ìó, ïîëóíåïåðûâíîìó ñíèçó ôóíêöèîíàëó êà÷åñòâà. 5)Äîêàçàíà òåîðåìà î

ñóùåñòâîâàíèå ìèíèìàëüíîãî òðàåêòîðíîãî è ãëîáàëüíîãî àòòðàêòîðîâ äëÿ

ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, îïèñûâàþùåé äâèæåíèå ðàñòâîðîâ ïîëèìåðîâ, ñ

ðåîëîãè÷åñêèì ñîîòíîøåíèåì, óäîâëåòâîðÿþùèì ïðèíöèïó îáúåêòèâíîñòè.

Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü.

Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Íàäî çàìåòèòü, ÷òî ðåîëîãè÷å-

ñêîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ìîäåëè äâèæåíèÿ ïîëèìåðîâ ñ ðåîëîãè÷åñêèì ñîîò-

íîøåíèåì, óäîâëåòâîðÿþùèì ïðèíöèïó îáúåêòèâíîñòè, ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì

ñëó÷àåì ðåîëîãè÷åñêîãî ñîîòíîøåíèÿ äëÿ æèäêîñòåé âòîðîãî ïîðÿäêà. Îä-

íàêî, äëÿ ìîäåëåé äâèæåíèÿ æèäêîñòåé âòîðîãî ïîðÿäêà íå ïîëó÷åíî íèêà-

êèõ ñåðüåçíûõ íåëîêàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ (êðîìå òåîðåì ïðè ìàëûõ äàííûõ,

ëîêàëüíûõ òåîðåì è îïðåäåëåííûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ñëó÷à-
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åâ), ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ äàííîé ìîäåëè äâèæåíèÿ ïîëèìåðîâ ÿâëÿþò-

ñÿ ñåðüåçíûì íîâûì øàãîì â ýòîé îáëàñòè è ìîãóò áûòü ðàçâèòû â äðóãèõ

çàäà÷àõ.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ìåæäóíàðîäíûõ ìàòåìàòè-

÷åñêèõ øêîëàõ: ¾Mathematical models in the manufacturing of glass, polymers

and textiles¿ (Ìîíòåêàòèìè Òåðìå, Èòàëèÿ 2008), ¾20àÿ Êðûìñêàÿ Îñåííÿÿ

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ Øêîëà�Ñèìïîçèóì¿ (Ëàñïè�Áàòèëèìàí, Óêðàèíà 2009),

¾Multiscale and adaptivity: modeling, numerics and applications¿ (×åòðà-

ðî, Èòàëèÿ 2009), ¾Mathematical �uid dynamics¿ (Ëåâèêî Òåðìå, Èòàëèÿ

2012), ¾Vector�valued partial di�erential equations and applications¿ (×åò-

ðàðî, Èòàëèÿ 2013); íà ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ: ¾Ãåîìåòðèÿ Áà-

íàõîâûõ Ïðîñòðàíñòâ¿ (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, Ðîññèÿ 2010), ¾Òåîðèÿ ôóíê-

öèé, åå ïðèëîæåíèÿ è ñìåæíûå âîïðîñû¿ (Êàçàíü, Ðîññèÿ 2011), ¾Äèôôå-

ðåíöèàëüíûå è ôóíêöèîíàëüíî�äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ¿ (Ìîñêâà,

Ðîññèÿ 2011, 2014), ¾Analysis, topology and applications¿ (Õàðáèí, Êèòàé

2011), ¾Êðûìñêàÿ ìåæäóíàðîäíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ (ÊÌÌÊ-

2013)¿ (Ñóäàê, Óêðàèíà 2013), ¾10th Euromech Fluid Mechanics Conference¿

(Êîïåíãàãåí, Äàíèÿ 2014); íà ìåæäóíàðîäíûõ êîíãðåññàõ: ¾6th European

Congress of Mathematics¿ (Êðàêîâ, Ïîëüøà 2012), ¾International Congress

of Mathematicians¿ (Ñåóë, Êîðåÿ 2014); íà ñåìèíàðàõ ÍÈÈ ìàòåìàòèêè

(ÂÃÓ, 2012�2014); íà ñåìèíàðå ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà À. Ã. Áàñêà-

êîâà (ÂÃÓ, 2011); íà íàó÷íûõ ñåññèÿõ ÂÃÓ (2011�2014).

Ïóáëèêàöèè.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [1-10]. Ðàáî-

òû [1-7],[9-10] îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷-

íûõ æóðíàëîâ è èçäàíèé, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ Ìèíîáðíàóêè ÐÔ.
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Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè.

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ, ðàçäåëåííûõ íà ïàðàãðà-

ôû, è áèáëèîãðàôèè, ñîäåðæàùåé 39 íàèìåíîâàíèé. Îáùèé îáúåì äèññåð-

òàöèè - 139 ñòðàíèö.

Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèè èññëåäóåòñÿ ñëàáàÿ ðàçðåøèìîñòü êðàåâîé

çàäà÷è, îïèñûâàþùåé ñòàöèîíàðíîå äâèæåíèå ñëàáî êîíöåíòðèðîâàííûõ

âîäíûõ ðàñòâîðîâ ïîëèìåðîâ, ñ ïîëíîé ïðîèçâîäíîé â ðåîëîãè÷åñêîì ñî-

îòíîøåíèè, êàê â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ⊆ Rn, n = 2, 3, òàê è â ïðî-

èçâîëüíîé îáëàñòè Ω ⊆ Rn, n = 2, 3. Òî åñòü, ïóñòü Ω ⊂ Rn, n = 2, 3,.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à:

n∑
i=1

vi
∂v

∂xi
− ν∆v − 2κDiv

(
n∑

i=1

vi
∂E(v)
∂xi

)
+ grad p = f, x ∈ Ω; (1.1.1)

div v = 0, x ∈ Ω; v|∂Ω = 0. (1.1.2)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñëàáîãî ðåøåíèÿ ââîäÿòñÿ ñëåäóþùèå ïðîñòðàíñòâà:

D(Ω)n � ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé íà Ω ñî çíà÷åíèÿìè â Rn êëàññà C∞ ñ êîì-

ïàêòíûì íîñèòåëåì, ñîäåðæàùèìñÿ â Ω; V = {v : v ∈ D(Ω)n, div v = 0}

� ïîäìíîæåñòâî ñîëåíîèäàëüíûõ ôóíêöèé ïðîñòðàíñòâà D(Ω)n; V � çà-

ìûêàíèå V ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà W 1
2 (Ω)

n; X � çàìûêàíèå V ïî íîðìå

ïðîñòðàíñòâà W 3
2(Ω)

n.

Îïðåäåëåíèå 1.1.2 Ïóñòü f ∈ V ∗. Ñëàáûì ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è

(1.1.1)�(1.1.2) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ v ∈ V , óäîâëåòâîðÿþùàÿ äëÿ ëþáîãî

φ ∈ V ðàâåíñòâó:

ν

∫
Ω

∇v : ∇φdx−
∫
Ω

n∑
i,j=1

vivj
∂φj

∂xi
dx−
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−κ
∫
Ω

n∑
i,j,k=1

vk
∂vi
∂xj

∂2φj

∂xi∂xk
dx−κ

∫
Ω

n∑
i,j,k=1

vk
∂vj
∂xi

∂2φj

∂xi∂xk
dx = ⟨f, φ⟩. (1.1.20)

Ïåðâûì îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ïåðâîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 1.1.5 Ïóñòü Ω ïðîèçâîëüíàÿ îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà Rn è

n = 2, 3. Òîãäà äëÿ ëþáîãî f ∈ V ∗ êðàåâàÿ çàäà÷à (1.1.1)�(1.1.2) èìååò

õîòÿ áû îäíî ñëàáîå ðåøåíèå v∗ ∈ V .

Òàêæå â ïåðâîé ãëàâå èññëåäóåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå îïòèìàëüíîãî óïðàâ-

ëåíèÿ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ äëÿ êðàåâîé çàäà÷è, îïèñûâàþùåé ñòàöèîíàðíîå

äâèæåíèå ðàñòâîðîâ ïîëèìåðîâ, ñ ïîëíîé ïðîèçâîäíîé â ðåîëîãè÷åñêîì ñî-

îòíîøåíèè, äàþùåãî ìèíèìóì çàäàííîìó îãðàíè÷åííîìó, ïîëóíåïåðûâíî-

ìó ñíèçó ôóíêöèîíàëó êà÷åñòâà.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå Ψ : V ( V ∗ â êà÷åñòâå

ôóíêöèè óïðàâëåíèÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îòîáðàæåíèå Ψ óäîâëåòâîðÿåò

ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: i1) îòîáðàæåíèå Ψ îïðåäåëåíî íà ïðîñòðàíñòâå V è

èìååò íåïóñòûå, êîìïàêòíûå, âûïóêëûå çíà÷åíèÿ; i2) îòîáðàæåíèå Ψ ïîëó-

íåïðåðûâíî ñâåðõó è êîìïàêòíî; i3) îòîáðàæåíèå Ψ ãëîáàëüíî îãðàíè÷åíî;

i4) îòîáðàæåíèå Ψ ñëàáî çàìêíóòî.

Ïîä îáðàòíîé ñâÿçüþ ïîíèìàåòñÿ óñëîâèå

f ∈ Ψ(v), (1.2.1)

ãäå v � ðåøåíèå èññëåäóåìîé çàäà÷è.

Îïðåäåëåíèå 1.2.1 Ïàðà ôóíêöèé (v, f) ∈ V ×V ∗ íàçûâàåòñÿ ñëàáûì

ðåøåíèåì çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ (1.1.1)�

(1.1.2), (1.2.1), åñëè îíà äëÿ ëþáîãî φ ∈ X óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

(1.1.20).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σ ⊂ V × V ∗ ìíîæåñòâî âñåõ ñëàáûõ ðåøåíèé çàäà÷è

(1.1.1)�(1.1.2), (1.2.1). Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ôóíêöèîíàë ñòîèìîñòè
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Φ : Σ → R, óäîâëåòâîðÿþùèé ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: j1) ñóùåñòâóåò ÷èñëî

γ òàêîå, ÷òî Φ(v, f) > γ äëÿ âñåõ (v, f) ∈ Σ; j2) åñëè vm ⇀ v∗ â V è fm → f∗

â V ∗, òî Φ(v∗, f∗) 6 lim
m→∞

Φ(vm, fm).

Âòîðûì îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ïåðâîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 1.2.3 Åñëè îòîáðàæåíèå Ψ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì i1)�

i4), à ôóíêöèîíàë Φ � óñëîâèÿì j1), j2), òî çàäà÷à (1.1.1)�(1.1.2), (1.2.1)

èìååò õîòÿ áû îäíî ñëàáîå ðåøåíèå (v∗, f∗) òàêîå, ÷òî Φ(v∗, f∗) =

inf
(v,f)∈Σ

Φ(v, f).

Òàêæå â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèè èññëåäóåòñÿ ñëàáàÿ ðàçðåøèìîñòü

êðàåâîé çàäà÷è, îïèñûâàþùåé ñòàöèîíàðíîå äâèæåíèå ñëàáî êîíöåíòðèðî-

âàííûõ âîäíûõ ðàñòâîðîâ ïîëèìåðîâ, ñ îáúåêòèâíîé ïðîèçâîäíîé â ðåîëî-

ãè÷åñêîì ñîîòíîøåíèè, êàê â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ⊆ Rn, n = 2, 3, òàê

è â ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè Ω ⊆ Rn, n = 2, 3, è èññëåäóåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå

îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ äëÿ äàííîé çàäà÷è, äàþùåãî

ìèíèìóì çàäàííîìó îãðàíè÷åííîìó, ïîëóíåïåðûâíîìó ñíèçó ôóíêöèîíàëó

êà÷åñòâà.

Ïóñòü Ω ⊂ Rn, n = 2, 3. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à:
n∑

i=1

vi
∂v

∂xi
− ν∆v − 2κDiv

( n∑
i=1

vi
∂E(v)
∂xi

)
−

−2κDiv
(
E(v)Wρ(v)−Wρ(v)E(v)

)
+ grad p = f, x ∈ Ω; (1.3.1)

div v = 0, x ∈ Ω; v|∂Ω = 0, (1.3.2)

ãäå Wρ(v) =
∫
Rn ρ(x − y)W (t, y) dy, ρ : Rn → R � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ ñ

êîìïàêòíûì íîñèòåëåì, òàêàÿ ÷òî
∫
Rn ρ(y) dy = 1 è ρ(x) = ρ(y) äëÿ x

è y ñ îäèíàêîâûìè åâêëèäîâûìè íîðìàìè; W (v) = (Wij(v)), Wij(v) =
1

2
(
∂vi
∂xj

− ∂vj
∂xi

) � òåíçîð çàâèõðåííîñòè.

Îïðåäåëåíèå 1.3.1 Ïóñòü f ∈ V ∗. Ñëàáûì ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è

(1.3.1)�(1.3.2) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ v ∈ V , óäîâëåòâîðÿþùàÿ äëÿ ëþáîãî
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φ ∈ V ðàâåíñòâó:

ν

∫
Ω

∇v : ∇φdx−
∫
Ω

n∑
i,j=1

vivj
∂φj

∂xi
dx−

−κ
∫
Ω

n∑
i,j,k=1

vk
∂vi
∂xj

∂2φj

∂xi∂xk
dx− κ

∫
Ω

n∑
i,j,k=1

vk
∂vj
∂xi

∂2φj

∂xi∂xk
dx+

+2κ
∫
Ω

(E(v)Wρ(v)−Wρ(v)E(v)) : ∇φdx = ⟨f, φ⟩. (1.3.3)

Òðåòüèì îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ïåðâîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 1.3.4 Ïóñòü Ω ïðîèçâîëüíàÿ îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà Rn, n =

2, 3. Òîãäà äëÿ ëþáîãî f ∈ V ∗ êðàåâàÿ çàäà÷à (1.3.1)�(1.3.2) èìååò õîòÿ

áû îäíî ñëàáîå ðåøåíèå v∗ ∈ V .

Îïðåäåëåíèå 1.4.1 Ïàðà ôóíêöèé (v, f) ∈ V ×V ∗ íàçûâàåòñÿ ñëàáûì

ðåøåíèåì çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ (1.3.1)�

(1.3.2), (1.2.1), åñëè îíà äëÿ ëþáîãî φ ∈ X óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

(1.3.3).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σ ⊂ V × V ∗ ìíîæåñòâî âñåõ ñëàáûõ ðåøåíèé çàäà÷è

(1.3.1)�(1.3.2), (1.2.1). Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ôóíêöèîíàë ñòîèìîñòè

Φ : Σ → R, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì j1)�j2).

×åòâåðòûì îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ïåðâîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 1.4.2 Åñëè îòîáðàæåíèå Ψ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì i1)�

i4), à ôóíêöèîíàë Φ � óñëîâèÿì j1), j2), òî çàäà÷à (1.3.1)�(1.3.2), (1.2.1)

èìååò õîòÿ áû îäíî ñëàáîå ðåøåíèå (v∗, f∗) òàêîå, ÷òî Φ(v∗, f∗) =

inf
(v,f)∈Σ

Φ(v, f).

Âî âòîðîé ãëàâå äèññåðòàöèè èññëåäóåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ñëàáûõ ðåøå-

íèé íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è, îïèñûâàþùåé äâèæåíèå ðàñòâîðîâ ïîëèìå-

ðîâ, ñ ðåîëîãè÷åñêèì ñîîòíîøåíèåì, óäîâëåòâîðÿþùèì ïðèíöèïó îáúåê-

òèâíîñòè.
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Ïóñòü Ω ⊂ Rn, n = 2, 3, îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé ∂Ω êëàññà C2.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ íà÷àëüíî�êðàåâàÿ çàäà÷à:

∂v

∂t
+

n∑
i=1

vi
∂v

∂xi
− ν∆v − κ

∂∆v

∂t
− 2κDiv

(
n∑

i=1

vi
∂E(v)
∂xi

)
−

−2κDiv (E(v)Wρ(v)−Wρ(v)E(v))+grad p = f, (t, x) ∈ (0, T )×Ω; (2.1.1)

div v = 0, (t, x) ∈ (0, T )× Ω; (2.1.2)

v(x, 0) = v0(x), x ∈ Ω; v|∂Ω×[0,T ] = 0. (2.1.3)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñëàáîãî ðåøåíèÿ íàì ïîòðåáóåòñÿ øêàëà ïðîñòðàíñòâ

V α, α > 0, ïîðîæäåííàÿ îïåðàòîðîì Ñòîêñà (çàìåòèì, ÷òî ïðè α = 1 ïðî-

ñòðàíñòâî V 1 ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì V ). Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîñòðàí-

ñòâî E1 = {v : v ∈ L∞(0, T ;V 1), v′ ∈ L2(0, T ;V
−1)}, ñ íîðìîé: ∥v∥E1

=

∥v∥L∞(0,T ;V 1) + ∥v′∥L2(0,T ;V −1). Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî f ∈ L2(0, T ;V
−1),

v0 ∈ V 1.

Îïðåäåëåíèå 2.1.1 Ñëàáûì ðåøåíèåì íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è

(2.1.1)�(2.1.3) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ v ∈ E1, óäîâëåòâîðÿþùàÿ íà÷àëüíîìó

óñëîâèþ v(0) = v0 è äëÿ ëþáîãî φ ∈ V 3 è ïî÷òè âñåõ t ∈ (0, T ) ðàâåíñòâó

d

dt

T∫
0

∫
Ω

vφ dx dt−
T∫

0

∫
Ω

n∑
i,j=1

vivj
∂φj

∂xi
dx dt+

+ν

T∫
0

∫
Ω

∇v : ∇φdx dt+ κ
d

dt

T∫
0

∫
Ω

∇v : ∇φdx dt−

−κ
T∫

0

∫
Ω

n∑
i,j,k=1

vk
∂vi
∂xj

∂2φj

∂xi∂xk
dx dt− κ

T∫
0

∫
Ω

n∑
i,j,k=1

vk
∂vj
∂xi

∂2φj

∂xi∂xk
dx dt+

+2κ
T∫

0

∫
Ω

(E(v)Wρ(v)−Wρ(v)E(v)) : ∇φdx dt =

T∫
0

⟨f, φ⟩ dt. (2.1.5)
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Ïåðâûì îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì âòîðîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 2.1.1 Äëÿ ëþáûõ f ∈ L2(0, T ;V
−1), v0 ∈ V 1 íà÷àëüíî�êðàåâàÿ

çàäà÷à (2.1.1)�(2.1.3) èìååò õîòÿ áû îäíî ñëàáîå ðåøåíèå v∗ ∈ E1.

Òàêæå âî âòîðîé ãëàâå èññëåäóåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå îïòèìàëüíîãî óïðàâ-

ëåíèÿ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ äëÿ íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è, îïèñûâàþùåé äâè-

æåíèå ðàñòâîðîâ ïîëèìåðîâ, ñ îáúåêòèâíîé ïðîèçâîäíîé â ðåîëîãè÷åñêîì

ñîîòíîøåíèè, äàþùåãî ìèíèìóì çàäàííîìó îãðàíè÷åííîìó, ïîëóíåïåðûâ-

íîìó ñíèçó ôóíêöèîíàëó êà÷åñòâà.

Àíàëîãè÷íî îïòèìàëüíîìó óïðàâëåíèþ äëÿ êðàåâûõ çàäà÷ ðàññìîòðèì

ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå Ψ : E1 ( L2(0, T ;V
−1) â êà÷åñòâå ôóíêöèè

óïðàâëåíèÿ (òîëüêî äåéñòâóþùåå â äðóãèõ ïðîñòðàíñòâàõ). Áóäåì ïðåäïî-

ëàãàòü, ÷òî Ψ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: (Ψ1) îòîáðàæåíèå Ψ

îïðåäåëåíî íà ïðîñòðàíñòâå E1 è èìååò íåïóñòûå, êîìïàêòíûå, âûïóêëûå

çíà÷åíèÿ; (Ψ2) îòîáðàæåíèå Ψ ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó è êîìïàêòíî; (Ψ3)

îòîáðàæåíèå Ψ ãëîáàëüíî îãðàíè÷åíî; (Ψ4) Ψ ñëàáî çàìêíóòî.

Ïîä îáðàòíîé ñâÿçüþ ïîíèìàåòñÿ óñëîâèå (1.2.1) ïðè Ψ, óäîâëåòâîðÿþ-

ùåì óñëîâèÿì (Ψ1)-(Ψ4).

Îïðåäåëåíèå 2.2.1 Ïàðà ôóíêöèé (v, f) ∈ E1 ×L2(0, T ;V
−1) íàçûâà-

åòñÿ ñëàáûì ðåøåíèåì çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ îáðàòíîé ñâÿ-

çüþ (2.1.1)�(2.1.3), (1.2.1), åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíîìó óñëîâèþ

v(0) = v0 è äëÿ ëþáîãî φ ∈ V 3 è ïî÷òè âñåõ t ∈ (0, T ) óñëîâèþ îáðàòíîé

ñâÿçè (1.2.1), è òîæäåñòâó (2.1.5).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σ ⊂ E1×L2(0, T ;V
−1) ìíîæåñòâî âñåõ ñëàáûõ ðåøåíèé

çàäà÷è (2.1.1)�(2.1.3), (1.2.1). Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ôóíêöèîíàë êà÷å-

ñòâà Φ : Σ → R, óäîâëåòâîðÿþùèé ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: (Φ1) ñóùåñòâóåò

÷èñëî γ òàêîå, ÷òî Φ(v, f) > γ äëÿ âñåõ (v, f) ∈ Σ. (Φ2) åñëè vm ⇀ v∗ â E1

è fm → f∗ â L2(0, T ;V
−1), òî Φ(v∗, f∗) 6 lim

m→∞
Φ(vm, fm).
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Âòîðûì îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì âòîðîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 2.2.2 Åñëè îòîáðàæåíèå Ψ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (Ψ1)−

(Ψ4), à ôóíêöèîíàë Φ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (Φ1)− (Φ2), òîãäà çàäà÷à

(2.1.1)�(2.1.3), (1.2.1) èìååò õîòÿ áû îäíî ñëàáîå ðåøåíèå (v∗, f∗) òàêîå,

÷òî Φ(v∗, f∗) = inf
(v,f)∈Σ

Φ(v, f).

Â òðåòüåé ãëàâå äèññåðòàöèè èññëåäóåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ìèíèìàëüíîãî

òðàåêòîðíîãî è ãëîáàëüíîãî àòòðàêòîðîâ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, îïè-

ñûâàþùåé äâèæåíèå ðàñòâîðîâ ïîëèìåðîâ, ñ ðåîëîãè÷åñêèì ñîîòíîøåíèåì,

óäîâëåòâîðÿþùèì ïðèíöèïó îáúåêòèâíîñòè.

Ïóñòü Ω ⊂ Rn îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé, n = 2, 3. Ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à

∂v

∂t
+

n∑
i=1

vi
∂v

∂xi
− ν∆ v − κ

∂∆ v

∂t
− 2κDiv (

n∑
i=1

vi
∂E(v)
∂xi

) + grad p−

−2κDiv
(
E(v)Wρ(v)−Wρ(v)E(v)

)
= f, (x, t) ∈ Ω× (0,+∞), (3.1.1)

div v = 0 (x, t) ∈ Ω× (0,+∞), (3.1.2)

v|∂Ω = 0 t ∈ (0,+∞), (3.1.3)

v|t=0 = a x ∈ Ω. (3.1.4)

Ââåäåì ñëåäóþùåå ïðîñòðàíñòâî: W1[0, T ] = {v : v ∈ L∞(0, T ;V 1), v′ ∈

L∞(0, T ;V −1)} ñ íîðìîé ∥v∥W1[0,T ] = ∥v∥L∞(0,T ;V 1) + ∥v′∥L∞(0,T ;V −1). Äëÿ

îïðåäåëåíèÿ ñëàáîãî ðåøåíèÿ íà ïîëóîñè R+ ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîñòðàí-

ñòâî W loc
1 (R+), ñîñòîÿùåå èç ôóíêöèé v, îïðåäåë¼ííûõ ïî÷òè âñþäó íà R+

è ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ â V 1, òàêèõ ÷òî îãðàíè÷åíèå v íà ëþáîé îòðåçîê

[0, T ] ïðèíàäëåæèò W1[0, T ].

Îïðåäåëåíèå 3.1.4 Ñëàáûì ðåøåíèåì çàäà÷è (3.1.1)�(3.1.4) íà îò-

ðåçêå [0, T ] ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì a ∈ V 1 áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ
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v ∈ W1[0, T ], êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíîìó óñëîâèþ v(0) = a è

ïî÷òè âñþäó íà (0, T ) äëÿ ëþáîé ôóíêöèè φ ∈ V 3 òîæäåñòâó

d

dt

∫
Ω

v(t)φdx+ κ
d

dt

∫
Ω

∇v(t) : ∇φdx+

+ν

∫
Ω

∇v(t) : ∇φdx−
n∑

i,j=1

∫
Ω

vi(t)vj(t)
∂φj

∂xi
dx−

−κ
n∑

i,j,k=1

∫
Ω

vk(t)
∂vi
∂xj

(t)
∂2φj

∂xi∂xk
dx− κ

n∑
i,j,k=1

∫
Ω

vk(t)
∂vj
∂xi

(t)
∂2φj

∂xi∂xk
dx+

+2κ
∫
Ω

(E(v)Wρ(v)−Wρ(v)E(v)) : ∇φdx =

∫
Ω

fφ dx.

Îïðåäåëåíèå 3.1.5 Ñëàáûì ðåøåíèåì çàäà÷è (3.1.1)�(3.1.4) íà ïîëó-

îñè R+ áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ v ∈ W loc
1 (R+), òàêóþ, ÷òî ïðè êàæäîì

T > 0 îãðàíè÷åíèå v íà îòðåçîê [0, T ] ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì ðåøåíèåì ýòîé

çàäà÷è íà äàííîì îòðåçêå.

Îïðåäåëåíèå 3.1.6 Ôóíêöèþ v ∈ W loc
1 (R+) ∩ L∞(R+;E) áóäåì íà-

çûâàòü òðàåêòîðèåé çàäà÷è (3.1.1)�(3.1.4), åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

ýòîé çàäà÷è ñ íåêîòîðûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì a ∈ V 1 è óäîâëåòâîðÿåò

îöåíêå

∥v(t)∥1 + ∥v′(t)∥−1 6 R0

(
1 + ∥v∥2L∞(R+,V 1)e

−αt
)

ï. â. t > 0.

Ìíîæåñòâî òðàåêòîðèé äàííîé çàäà÷è áóäåì íàçûâàòü å¼ ïðîñòðàí-

ñòâîì òðàåêòîðèé è îáîçíà÷àòü H+.

Çàäàäèì ÷èñëî 0 < δ < 1.

Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè òðåòüåé ãëàâû ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå òåîðåìû:

Òåîðåìà 3.1.6 Ïóñòü f ∈ L2(Ω)
n. Òîãäà ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíûé

òðàåêòîðíûé àòòðàêòîð U ïðîñòðàíñòâà òðàåêòîðèé H+. Àòòðàêòîð
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îãðàíè÷åí â L∞(R+;V
1), êîìïàêòåí â C(R+;V

1−δ); îí ïðèòÿãèâàåò â òî-

ïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà C(R+;V
1−δ) ñåìåéñòâà òðàåêòîðèé, îãðàíè÷åííûå

â L∞(R+;V
1).

Òåîðåìà 3.1.7 Ñóùåñòâóåò ãëîáàëüíûé àòòðàêòîð A ïðîñòðàíñòâà

òðàåêòîðèé H+. Àòòðàêòîð îãðàíè÷åí â V 1, êîìïàêòåí â V 1−δ; îí ïðè-

òÿãèâàåò â òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà V 1−δ ñåìåéñòâà òðàåêòîðèé, îãðà-

íè÷åííûå â L∞(R+;V
1).
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